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(Z. Naturforschg. 12 a, 410—424 [1957] ; eingegangen am 28. Januar 1957)

Fiir nicht entartete isotrope Halbleiter werden die beiden statistischen Fundamentalgleichungen
fiir die Verteilungsfunktionen von Elektronen und thermischen Gitterwellen simultan und damit
»self-consistent® gelost. Dabei wird die Abweichung der Verteilungsfunktionen von Elektronen und
Gitterwellen vom thermischen Gleichgewicht streng berticksichtigt. Als Stoprozesse werden
fiir die Elektronen ihre elastische Wechselwirkung mit den longitudinalen akustischen Gitter-
wellen und den ionisierten Storatomen,
und fiir die longitudinalen thermischen Gitterwellen ihre Wechselwirkung mit gleichartigen
Gitterwellen, mit Elektronen und mit Kristallgrenzen

erfalit.

Die konsequente Anwendung der statistischen Mechanik gewihrleistet durch die symmetrische
Behandlung der Wechselwirkung Elektronen —Gitter die Erfiillung der O~sacer-Beziehungen.

Die so gefundenen Ergebnisse fiir die Thermokraft Q sind in Grenzféllen, in denen sich Q in einen
elektronischen und einen ,,Gitter“-Anteil trennen liBt, in quantitativer Ubereinstimmung mit den
Ergebnissen der Herringschen Theorie 1. Im allgemeinen jedoch 1dBt sich Q nicht in einen elektroni-
schen und einen ,,Gitter“-Anteil zerlegen. Q hingt einerseits von den rein elektrischen Daten des
Halbleiters ab: der scheinbaren Masse und der Konzentration der Ladungstriger bzw. der Fermi-
schen Grenzenergie. Andererseits gehen die Eigenschaften des idealen Kristallgitters wesentlich in
die Thermokraft ein: die mittlere freie Wegldnge derjenigen thermischen Gitterwellen mit kleinen
Ausbreitungsvektoren G, an denen vornehmlich die Leitungselektronen gestreut werden, sowie die
Schallgeschwindigkeit. SchlieBlich bestimmt noch die Wechselwirkung Elektronen —Gitter und damit
die mittlere freie Weglinge der Elektronen infolge der Stofprozesse Elektronen —Phononen und
Elektronen — Storstellen die Thermokraft bei mittleren und tiefen Temperaturen. Es werden in all-
gemeiner Form einige quantitative Ergebnisse mitgeteilt, die eine Anwendung auf interessierende
Spezialfille gestatten, sofern die genannten Halbleiter-Daten als Funktionen der Temperatur bekannt
sind.

Die allgemeine, durch simultane Losung der beiden Fundamentalgleichungen abgeleitete Bezie-
hung fiir die durch Elektronen und longitudinale Gitterwellen getragene Wirmestromdichte ergibt
bei tiefen Temperaturen eine nidherungsweise linear von der Ladungstrigerkonzentration abhingige
Reduktion der Isolator-Gitterleitung. In Ubereinstimmung mit der Erfahrung ist in reinem n-Ge
mit einer Storstellenkonzentration 5 10 ¢cm—3 der EinfluB, den die Streuung der longitudinalen
akustischen Gitterwellen an den Elektronen auf die Gitterleitfahigkeit hat, bei allen Temperaturen
vernachlissigbar klein. Erst bei Elektronenkonzentrationen <2 10 cm—3 ist bei den Temperaturen
des fliissigen Wasserstoffs eine meBbare Reduktion der Isolator-Gitterleitfihigkeit (=~ 1%) zu er-
warten.

In der vorliegenden Arbeit wird die Wechsel- sonschen Relation Q= f (u/T) AT zum Ausdruck

wirkung der Elektronen mit den thermischen Gitter-
wellen in nichtpolaren Halbleitern unter strenger
Beriicksichtigung der Abweichung der Gitterwellen
vom thermischen Gleichgewicht untersucht. Fiir
nicht entartete isotrope Halbleiter werden die statio-
naren Verteilungsfunktionen f der Elektronen und
N der thermischen Gitterwellen im gestorten Zustand
(grad T+#0) durch simultane Losung der beiden
statistischen Fundamentalgleichungen

df/dt=0, dN/dt=0 (1)

bestimmt. Durch eine symmetrische Behandlung der
Wechselwirkung Elektronen — Gitter sind die Rever-
sibilitats-Beziehungen der thermoelektrischen Effekte
— wie sie in isotropen Leitern z. B. in der 2. Trowm-

1 C. Herring, Phys. Rev. 96, 1163 [1954]; D. rer Haar u.
A. Neaves, Adv. Phys. 5. 241 [1956].

kommen — erfiillt. In verschiedenen anderen theo-
retischen Arbeiten iiber die Wiarmeleitfahigkeit und
inshbesondere iiber die thermoelektrischen Effekte
von nichtpolaren Halbleitern scheinen diese Rever-
sibilitits-Beziehungen nicht gewihrleistet zu sein !.

Es ist somit ein Hauptanliegen dieser Arbeit, fest-
zustellen, wie die Ergebnisse von HEerrinc! iiber
die Thermokraft von Halbleitern bei tiefen Tempe-
raturen durch die explizite Anwendung der statisti-
schen Mechanik modifiziert werden.

SonpHEIMER ? hat kiirzlich die strenge Giiltigkeit
der 2. Tuomsoxschen Relation in der Elektronen-
theorie der Metalle auch unter Beriicksichtigung der
Abweichung der Gitterwellen vom thermischen
Gleichgewicht als Folge der mikroskopischen Re-

2 E. H. Soxpremver, Proc. Roy. Soc., Lond. 234, 391 [1956].
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versibilitdt der Ubergangswahrscheinlichkeiten der
Elektronen bei einem StoBprozel nachgewiesen. Da-
nach kann die 2. Tuomsoxsche Relation nur dann
erfiillt sein, wenn bei der simultanen Losung der
statistischen Fundamentalgleichungen (1) konse-
quent beachtet wird, dafl im allgemeinen sowohl
(3//3¢) stoss als auch (SN/3t) stoss » die Anderungen
der Verteilungsfunktionen durch StoBe Elektronen —
Phononen und umgekehrt usw., jeweils von beiden
Storfunktionen f— f; und N — NV, abhangen. (f, und
N, sind die Gleichgewichts-Verteilungsfunktionen
fir Elektronen bzw. thermische Gitterwellen.) Wir
wollen die allgemeinen Uberlegungen von SoxpHEI-
Mer auf ein spezielles Modell, einen nichtpolaren
isotropen Halbleiter iibertragen. Wir beschranken
uns dabei auf tiefe Temperaturen, d. h. auf Stor-
stellen-Halbleiter. Den EinfluB von magnetischen
Feldern beriicksichtigen wir nicht, dieser wird spéter
untersucht.

In (I) werden durch simultane Losung der sta-
tistischen Fundamentalgleichungen die im gestorten
Zustand stationdren Verteilungsfunktionen fiir Elek-
tronen und thermische Gitterwellen bestimmt. Mit
den so berechneten gestorten Verteilungsfunktionen
wird in (II) die allgemeine Beziehung fiir die
Thermokraft eines Storstellenhalbleiters mit einer
Ladungstragerart hergeleitet. In (III) wird mit der
nach (I) berechneten gestorten Verteilungsfunktion
fiir die thermischen Gitterwellen die Warmeleitfahig-
keit eines Storstellen-Halbleiters ermittelt und ver-
gleichend mit der entsprechenden Isolator-Gitterleit-
fahigkeit diskutiert.

I. Die statistischen Fundamentalgleichungen

Es wird ein homogener nicht entarteter Halbleiter
mit isotroper StoBzeit 7=7(K) und sphérischen
Energieflichen fiir die Elektronen E = E(K) voraus-
gesetzt. Der Zusammenhang zwischen der Energie E
und dem Absolutbetrag K des Wellenvektors f sei
durch

R po

*

2m

gegeben. m™ ist die scheinbare Masse eines Elektrons.
Wir nehmen an, daf} die StoBzeit 7 der Ladungstrager
durch ihre elastische Wechselwirkung mit den longi-
tudinalen akustischen Gitterwellen und den ionisier-
ten Storatomen bestimmt wird. Fiir die thermischen
Gitterwellen werden als wesentliche Streuprozesse die
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Wechselwirkung Phononen—Phononen und die Streu-
ung der Gitterwellen an den Kristallgrenzen beriick-
sichtigt. Die Streuung der thermischen Gitterwellen
an den neutralen und ionisierten Storstellen sowie an
Leerstellen und Versetzungen spielt in hinreichend
reinen und sorgfiltig gezogenen Halbleiter-Einkri-
stallen nur eine untergeordnete Rolle. Die Hinzu-
nahme weiterer Streumechanismen fiir Ladungstra-
ger und Gitterwellen bietet keine Schwierigkeit, so-
fern die zugehorigen freien Wegldngen bekannt sind.
Der Zustand einer akustischen Gitterwelle ist durch den
Ausbreitungsvektor q festgelegt. Es gilt o =u,|q]|,
wobei alle Gitterwellen die gleiche Schallgeschwindig-
keit u, haben.
Die Verteilungsfunktionen im ungestorten Zustand
sind:
fo= e (E-SVKT,

No=1/(eh%ahT_1); (2)

E =0 entspricht dem unteren Rand des Leitungs-
bandes. Die Fermische Grenzenergie { ist in einem
nicht entarteten Halbleiter bestimmt durch

nh?

exp(f/k T) = 2(2__”,1;';6 T): i

(3)
n = Elektronenkonzentration.

Im gestorten Zustand, wenn ein elektrisches Feld
und ein Temperaturgradient in 2-Richtung vorhan-
den sind, wird fiir die Verteilungsfunktionen f und

N der ibliche Ansatz gemacht:
N <(K) :
f=ho(1+-% K.)

- f Z(Q) —hugg/kT _ 1y |
N_N0l1+ kTq,/(e l)J
Die gesuchten Storfunktionen ¢(K) und b(g) wol-
len wir simultan aus den statistischen Fundamental-
gleichungen bestimmen:

(£ (2)
3t Jstos 3t JFela

_ kK (eF,'+—2h2 K2 dT)K“ (5.4}

T m* kT m* T dx

(4)

’ T d
F, =F,+ = —

e dv (T ) g
(ﬂ) = (?,{V,) _ AN, dT g,
3t /stos - ot Temp

d7T dz ¢
Die linke Seite von (5 a,b) enthilt jeweils die zeit-
lichen Anderungen von f und N im stationdren Zu-
stand, die durch die verschiedenen, oben genannten
Streuprozesse verursacht werden. Von diesen inter-

Uy . (5b)
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essiert besonders die Wechselwirkung Elektronen — Phononen

(af Ph
3t )Qto[}

3N \EI
(va—ti)smn ’

weil diese beiden StoBprozesse die simultane Verkniipfung von ¢(K) und b(q) enthalten. Mit der Be-

zeichnungsweise von SomMERFELD und BeTHE 3 ist

(af Ph
kD )smn

aN 2C2G3 a Sl v -
< 3t )ctnﬂ 9IMh Ot >T = Q(Et+q—Ex

02038\q

9Mh Bt = u {(Q(Ereq—Er—

ho)[fE+q) Nq+1) —f(F) N(q)]

Beriicksichtigen wir nur lineare Glieder in den Storfunktionen ¢ (K) und b(q), so ist:

fE+q) N(q+1) —f(f) N(q) =

+Q(Erq—Er+ho) [fE+q) N —fE N@Q+1)1}, (6 a)
—ho) [fE+q) N(q+1) —f(f) N(q)]. (6b)

Ml [e(E+huyq) (Ko +g.) —e(E) K, —b(9) 4.1,
(7)

fE+q) N(g) —f(F) N(g+1) =
Bei nicht entarteten Halbleitern konnen die Elektro-
nen unter Erhaltung des Energiesatzes nur mit den
langen Gitterwellen des Desyeschen Spektrums wech-
selwirken, deren Gitterquanten nach der klassischen
Statistik verteilt sind:

No(q) ~kT/hu,q. (8)

Diese Niherung wird fiir nicht zu langsame Elek-
tronen durch Impuls- und Energiesatz gerechtfertigt.
Die Energieanderung der Elektronen beim Zusam-
mensto3 mit den thermischen Gitterschwingungen
wird nicht berticksichtigt:

c(Exhuyq)~c(E). (9)

Jmax
(af Pho Rf(K) 1 K, /[c
ot Jstow  Am*kT Ig
qmin
Kmax

(@i",)” 1 @ [
ot Jstos 2k g |m*kT

[, ist die mittlere freie Wegldange der Elektronen bei
alleiniger Streuung an den thermischen Gitterwellen:

min

I 970 kR u,?
=

= JRO* ;  0=Dichte.
4C>*m*2kT

Die Integrationsgrenzen fiir die Integration iiber den
g-Raum ergeben sich aus dem Energiesatz?®. Da-
nach ist gyi, =0 und ¢, = 2 K. Bei der Integration
iber den Absolutbetrag des Wellenvektors K (von
3 H. Sommerrerp u. H. Berne, Handbuch d. Physik, Bd. 24,

I1. Berlin 1933.
4 P. P. Desye u. E. M. CoxweLL, Phys. Rev. 93. 693 [1954].

/f0<1<> ¢(K) K dK —exp (Z/kT) b(q) |;

Nofo [e(E-huyq) (K,—{—qz) —c(E) K, _b(q) o] eMakT

Die Stofle werden also néherungsweise als elastisch
betrachtet. Dieqe Néherung ist oberhalb einiger °K
zuldssig (l c.3, S.5581f.). Das sich daraus erge-
bende T* Gesetz fiir die Elektronenbeweglichkeit
ist von DeBvE und CoNxweLL? an reinen Ge-Einkri-
stallen bis herunter zu 10° K niherungsweise ex-
perimentell bestdtigt worden.

In (6a,b) werden die Summationen iiber ¢ und f
nach Einfihrung von sphérischen Polarkoordinaten
mit f als Achse im ¢-Raum und mit q als Achse im
f-Raum durch die entsprechenden Integrationen er-
setzt. Nach Ausfiihrung der Winkelintegrationen ist
mit (8) und (9):

—b(g)]¢*dq,

Kin = 0bis Kmux = oc) miissen wir beachten, daf} die
Storfunktion ¢ (K) fir K < Ky=2m* uy/h schon in
der iiblichen Leitfihigkeitstheorie nichtpolarer Halb-
leiter unbestimmt bleibt. Man muf} sich bei der Lo-
sung der Brocuschen Integralgleichung im allgemei-
nen auf Elektronen mittlerer und héherer Energie
beschranken. Durch Anwendung eines Variations-
verfahrens von Konrer ® ist es kiirzlich Dorn ¢ ge-
lungen, diese Schwierigkeit zu umgehen. Die Leit-

5 M. Konrer, Z. Phys. 125, 679 [1949].
6 D. Dory, Z. Naturforschg. 11 a, 383 [1956].
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fahigkeitskorrektur betrdgt bei den Temperaturen
des fliissigen Heliums einige Prozent. Wir wollen
hier eventuelle Schwierigkeiten, die mit dem unbe-
kannten Verhalten der Funktion ¢(K) im lim K— 0
zusammenhingen, dadurch vermeiden, dafl die Stor-
stellenstreuung im Sinne der MartrHiEssEnschen Re-
gel in die Stofzeit einbezogen wird. Die gemischte
freie Weglange der Elektronen und die zugehorige
Storfunktion verhalten sich reguldar im lim K— 0.
Thermokraft und Warmeleitung interessieren uns
gerade in demjenigen Bereich tiefer Temperaturen,
in dem die Streuung der Elektronen an den
ionisierten Storatomen im allgemeinen mitbestim-
mend fiir den elektrischen Leitungsmechanismus ist.
Zudem zeigt sich spiter, dafl die Extrapolation der
Endergebnisse auf verschwindende Storstellenstreu-
ung zu einwandfreien, in gewissen Grenzfillen be-
kannten Ergebnissen fiihrt.

Wesentlich ist, daB nach (10a) die zeitliche An-
derung von N infolge der Wechselwirkung Pho-
nonen — Elektronen von der Storfunktion ¢(K) ab-
hingt. Die daraus resultierende Verkniipfung von
b(g) mit ¢(K) wollen wir im néchsten Abschnitt
berechnen.

1. Die Verteilungsfunktion N der thermischen
Gitterwellen

Unter Beriicksichtigung der eingangs genannten
StoBprozesse fiir die thermischen Gitterwellen ist die

Fundamentalgleichung fiir N nach (5b):
3N \El N SN\Ke _ kg, dT
( Vét‘)sms + ( 3t )StoB T+ ( a'tﬂ)smu

h g dz’
(11)
Die Wechselwirkung Phononen — Elektronen kennen
wir nach (10b). Fiir den Streuprozefl Phononen —
Phononen machen wir den iiblichen Ansatz:

<ay):08 _ jf,o. [N(q) —Ny(q)]

ot
b0 M
Iph kT e—huq/kT—1

Wir nehmen an, daB lp, fiir alle Gitterwellen g
in einem definierten (-Bereich (s. u.) gleich grof}
ist und nur von der Temperatur abhingen kann.
Diese Voraussetzung ist nicht notwendig, man
konnte durchaus die Rechnung mit einem Ansatz
fiir lp, weiterfiihren, wie er nach Herring 7 im
lim ¢ — 0 bei héheren Temperaturen gilt:

lpn=AT mg™"

(12)

7 C. Herrine, Intern. Kolloquium iiber Halbleiter und Phos-
phore, Garmisch-Partenkirchen 1956.
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Eine solche Beziehung fiir /p, konnten wir den Rech-
nungen zugrunde legen, wenn sowohl die g-Abhan-
gigkeit von lp, iiber einen groferen g-Wertebereich
als auch die Konstante 4 wenigstens in Spezialfillen
bekannt wire. Zur Zeit ist dieses noch nicht der Fall.
Wir rechnen daher mit lp, im Sinne einer mittleren
g-unabhingigen Weglidnge der thermischen Gitter-
wellen. Bei tiefen Temperaturen, wenn die thermi-
schen Gitterwellen vorwiegend an den Korn- und
Kristallgrenzen gestreut werden, ist lpy =[x, , wobei
die T-unabhingige mittlere freie Wegldnge lg, nur
von den Querdimensionen R des Kristalles abhangt.
Fir den allgemeinen Fall, dafl sich beide Streu-
mechanismen iiberlagern, filhren wir eine gemischte
Wegliange [ ein:

I =1lpy Igg/ (Ipn + Ixg) - (13)

Wir unterscheiden nun grundsétzlich zwei gemischte
Weglangen [, weil wir bei hoheren Temperaturen
zwei mittlere Phononen-Weglingen 7)) und 5 un-
terscheiden miissen. HerrinG 1+ 7 hat in ausfiihrlichen
Arbeiten gezeigt, daB die mittlere freie Weglinge 5}
die bei hoheren Temperaturen in die Thermokraft
eingeht, wesentlich grofler ist als die mittlere Weg-
lange lgf , die fiir 7 = @ (O =Dgsye-Temperatur)
durch die Warmeleitfahigkeit

©@
=, cpuylpn,

3
¢, = spezifische Wirme in cal/°K cm?,

definiert ist. Die Ursache liegt darin, daB zur Be-
rechnung von [ diejenigen thermischen Gitterwel-
len mit kleinen Ausbreitungsvektoren q wesentlich
sind, die mit den Leitungselektronen wechselwirken.
Die Wirmeleitung wird dagegen vornehmlich von
Gitterwellen mit groen g-Werten getragen. Die zu-
gehorige mittlere freie Weglange ist proportional zu
T~' fir T = © und proportional zu e®27 fiir
T ~ /10, wihrend [} im Fall des Germaniums
proportional zu T7* ist7.

Entsprechend den zwei verschiedenen Weglangen
1) und 1) definieren wir zwei gemischte mittlere
Weglangen. Fiir die Thermokraft ist

l(l)

(14)

IKg

(13a
1= ( (1) + lKg) )
und fiir die Warmeleitfahigkeit
18 Ike
o 13b
2= (l(z)) +lI\g) ( )
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mafgebend. Bei sehr tiefen Temperaturen, wenn die
thermischen Gitterwellen nur an den Kristallgrenzen
gestreut werden, ist [; =1, =[x, .

Ik ist durch die Warmeleitfahigkeit eines Isolators
definiert 8:

2=2%c,(T) uglge=2,31-103 Rp(A)"* T3;
c, = ATS. (15)

Bei quadratischem Kristallquerschnitt mit der Sei-
tenlidnge d ist R=0,56 d. Der dimensionslose Fak-
tor p ist im allgemeinen 1,4.

Die statistische Fundamentalgleichung (11) lie-
fert mit (10b), (12) und (13 a) die gesuchte Stor-
funktion b(gq) =b,(g) fir die thermischen Gitter-
wellen mit kleinen Ausbreitungsvektoren q:

o0
Rug by _hul dT
SET lg2a fo(K) ¢(K) KdK T =
A7 —
huyq |y - ’
— k 1
LT lgeXP(>/ T) =
h (16)

o=\
2m*kT
Danach ist b, (q) eine Funktion von ¢(K). Mit b, (q)

kennen wir die gestorte Verteilungsfunktion N und

2K
I bgg_leeFd W par
(k) = K4+Tg71:o[41<4 [oute) @ dg -t g K dx]~

0
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haben damit den Zugang zur Berechnung der ge-
storten Verteilungsfunktion f der Elektronen.

2. Die Verteilungsfunktion f der Elektronen

Bei Beriicksichtigung der beiden wesentlichen
Streuprozesse fiir Elektronen in nichtpolaren Halb-
leitern, Elektronen — Phononen und Elektronen —
Stératome, ist die statistische Fundamentalgleichung
fir f nach (5a)

() () =B (opry B K
ot /stos  \ 3t Jstos m kT i 2m* T dz)
(17)

Die Wechselwirkung Elektronen — Phononen kennen
wir nach (10a). Fir die Streuung der Elektronen
an den ionisierten Storstellen ist nach der RurHERr-
rorpschen Streuformel die entsprechende freie Weg-
lange [; proportional zu K*. Mit [; = K* ist
c(K) fo(K) Kz

S\t _ _ R e(®) f(K)
(éf)sms B m* P K3 ET* (18)

[ sei temperaturunabhingig. Mit (18) und (10 a)
erhalten wir die gesuchte Storfunktion ¢ (K) fir die
Verteilungsfunktion der Elektronen aus der statisti-
schen Fundamentalgleichung (17):

(19)

Diese Gl. (19) ist mit (16) eine lineare inhomogene Integralgleichung fiir die Storfunktion c¢(K). Nach

der Integration iiber g fithren wir durch den Ansatz

1
S R

y_ e 2KT

I, hou,

[05K5+c4K4+c3K3+02K2+clK+c0log (EK +1)],

exp(—C/kT) .,

-
(20)

die Integralgleichung auf ein System von sechs inhomogenen linearen Gleichungen fiir die Koeffizienten c;
(j=0,1,2,3,4,5) zuriick. Die einfache Auflosung des Gleichungssystems liefert fiir die c; die folgenden

Werte:
4 p'3 A2 21 ’
Co= ;'4’04*, Cl=_/é; g Ce /2 e, cg=-"cf—eFrlg,
1 hugl, dT
eFy lgly—cyI5— (7 _14>_.,,,, =3
2 s 2 T d
cy=cg — il LI y C= — 5~ g . s T "rza 7 = . (21)
T dx 2m*T dz /'dllog /~11+i71—2{1+1——L
Ty 00 g AT TgE Tyt o g
Dabei ist
e +1 log 7 — pn+1 2z
I:/ 2 ,,ﬂ,,,,dx; I':/e ezt = ____ o (7——+1)dx.
LY B ) o= Al B\ 7
0 0

& H.B.C.Casivir, Physica 5. 595 [1938] : R. Bermaxy, Adv. Phys. 2, 103 [1953].
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Mit c(K) kennen wir nach (3) die im gestorten
Zustand stationdre Verteilungsfunktion f der Elek-
tronen, die fiir die elektrische Stromdichte j, in
z-Richtung:

oo 8 / fo(K) c(K) K*dK  (22)

32a)° n *kT

und damit fiir die Thermokraft malgebend ist. Mit
bekanntem c¢(K) konnen wir aullerdem nach (3)
und (16) die gestorte Verteilungsfunktion N der
thermischen Gitterwellen berechnen. Wir erhalten
dann als gesamte Warmestromdichte w, eines Stor-
stellen-Halbleiters:

.2 )
RCETOPSE *2kafo(K)C(K)K dK

/.
b2 hug? /
" 3@m: kT

Mit (19) bis (23) ist die explizite Berechnung
von Thermokraft, thermischer und elektrischer Leit-
fahigkeit eine einfache Aufgabe der Analysis. Im
folgenden werden vornehmlich diejenigen Effekte
untersucht, bei denen die Abweichung der Gitter-
wellen vom thermischen Gleichgewicht durch einen
T-Gradienten verursacht wird Goopman hat bereits
darauf hingewiesen (l.c.7, S.59), dafl in dem an-
deren, isothermen Fall, der fiir die Berechnung der

elektrischen Leitfahigkeit zutrifft, eine deutliche Ab-

Ndmﬁw)

1—ehugalkT ¢*dg. (23)
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weichung der Gitterwellen vom thermischen Gleich-
gewicht nur dann zu erwarten ist, wenn die Ladungs-
triger- und damit auch die Storstellen-Konzentration
hinreichend grof§ ist. Dann iiberwiegt jedoch bei
tiefen Temperaturen die Wechselwirkung der La-
dungstrdger mit den Stératomen die der Ladungs-
triger mit den Gitterwellen. Wir kommen zu dem-
selben Ergebnis. Nach (22) und (20) ist die iso-
therme elektrische Leitfihigkeit 6" (N +N,) gegeben
durch:

—3/s 53, & “

6 =0+ 00 mit Lo a
= RE L — e = I, k() °

6 ist unter der Voraussetzung N =N, berechnet.
Werden die Ladungstriger nur an den thermischen
Gitterwellen gestreut, d. h. [;— o~ , so ist

a” L /ly=Vx.
Mit den unten definierten Funktionen g(Z) und A (4)
erhilt man im lim [; — ~ :
A= VYa
1

]/76

20 50 102 103 oo

]. 0,28 015 0,062 0,032 0,0032 0
I

Im n-Ge und n-Si liegt bei Elektronenkonzentratio-
nen von 10 cm ™3 und Temperaturen um 50 °K
der zugehorige A-Wert zwischen 5102 und 103. Im
lim l; — c verschwindet g(4) und damit do/o, die
Ladungstridger werden nur an den ionisierten Stor-
atomen gestreut.

II. Die Thermokraft Q

Zur Berechnung der Thermokraft fordert man, daB der Gesamtstrom und damit in unserem Fall auch

j» verschwindet:

jr=0=const(csIg+cyI; +cglg+coIs+ci I+ ¢y 151°8) . (24)
Die Auflosung von (24) nach
’ 1 d¢ £ dT
Fo'=Fy+ e dr eT do
liefert die thermoelektrische Feldstarke
F =F,+ _l_ﬂ
dz
Mit
L=d " TK(B), LiE—a T Kex(8,1) ﬂ:a(li)%=<6:’i‘5)% A=t Vot B s
" i Bee I ui) '’ 4z dlhuym*en I °

e

=t ]
€3 @am*kT): =’

_ 8 e@mrET)k g,
V= ht

1 9
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— wobei . und w; die Elektronen-Beweglichkeiten fiir die alleinigen Streuprozesse:
ist dieThermokraft

wellen bzw. Elektronen — Storatome sind —,

k
, [Ksh(2)

-

Q= e

—K;8(A)]1+

J. APPEL

Elektronen — Gitter-

4
o L K h 2 K, g (;
. [ (/)+ﬂ &)

dT/dzc eT
Dabei sind folgende Definitionen getroffen:
K~ =

3 At A3 A2
R A

Die Integrale K, (n=—-1,0,1,...,

'_162K09

Ky 2(h) —Kq h(D) (25)

YL

j o A2 2
g(4) = /4 Kyloe — 2"K4+ 5 K5-7'3{K6+K7-

8) konnen durch partielle Integration auf die vier Grundintegrale

K_,, K,, K, und K, zuriickgefithrt werden, die sich iiber die Theorie der Integrallogarithmen bzw. lineare
Differentialgleichungen zweiter Ordnung lsen lassen 9:

_ o dr %_ B~ foos B4~ S —sin [ —-C
K_q _[e o 2 ]/gﬂ {cos BLE—S(B)] —sin B[ —-C(A)1},
K= [ 2 L piing qp reosh 5B b,

0 5
24 f2 V2
0
2 23 d s
ﬂ; - ; {sin
Dabei sind S(f) und C(f) die in iiblicher Weise

Nach (25) konnen wir (im allgemeinen) die
Thermokraft Q nicht in einen elektrischen Anteil Q,
und einen ,,Gitteranteil“ Q. zerlegen. Das ist, wie

wir im néachsten Abschnitt sehen, nur nédherungs-
weise im Grenzfall 2> 1 erlaubt.

1. Die Thermokraft fiir > 1

Unter der Voraussetzung 4> 1 diirfen die Para-
meterintegrale

K [ ":ﬂdjl ( =, +1) (26)
0

nach 1/ entwickelt werden. Als obere Integrations-
grenze setzen wir anstatt oo den Wert 4/2 ein.
Dann konvergiert der Integrand im gesamten In-
tegrationsintervall. Der dabei gemachte Fehler darf
wegen des Exponentialfaktors im Integranden ver-
nachldssigt werden. Es gilt fiir 2> 1:

(3 -

a5 = — Tyl |12
4 L ( ) <;) K’-m(ﬂ)

e m
m=o

5 yA N (—1)ym+1
h(2)~", ¥ 4
m=>5 n

g(2)~ (27)

B~ {sin B[ &

—~S(B) ] +cos p13—C()1} .

sif  +cosf cif ).

(Jannke-Empe) definierten Fresnerschen Integrale.

Diese halbkonvergenten Reihenentwicklungen fiir
h(4) und g(1) unterliegen gewissen Einschrinkun-
gen, die durch die physikalische Verkniipfung der
Parameter f und 4 gegeben sind. Bei einer beliebig
festen Temperatur 7' ist

I, = mittlere freie Phononen-Weglinge,

A~1/l; n mit .
/t n = Elektronen-Konzentration.

Danach ist bei festem 7, falls /;>0 und damit
N +£N, ist, A um so groBer, je kleiner n und damit
gemal

n~n,exp(—AE/2kT)

die Storstellenkonzentration n, ist. Andererseits ist
bei festem T die Beweglichkeit w; in erster Nihe-
rung proportional zu n,”' (L. c.® S.697). Es ist
also f um so kleiner, desto kleiner die Storstellen-
Konzentration n, ist. Daher wird in praktischen
Fallen, falls N+ /N, vorausgesetzt werden darf, zu
einem groflen A-Wert (4> 1) im allgemeinen ein

kleiner f-Wert (< 1) gehoren.

9 J. Arper, Z. Naturforschg. 9a, 167 [1954]: s. auch R.B.
Dixcre u. D. Arxpt, Appl. Sci. Res. B 6, 155 [1956].
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Beriicksichtigt man nur Glieder nullter und erster Ordnung in 1/4, so ist nach (25) und (27) die

Thermokraft:
kK,

e 2

_dugly
3VaT ug

8

K,
K=K Ky =t
D;. ( TS ﬂ 0 S) 2

51

In (25a) machen wir den Grenziibergang 41— oo .
Man erhélt dann als Thermokraft fiir reine Halb-
leiter, in denen die Wechselwirkung Elektronen —
Storatome erst bei sehr tiefen Temperaturen von
Bedeutung ist,

__ 1 K _ £\ _
Q_ 3T<kTKs S)

Nur in diesem Grenzfall 1aft sich Q in einen elek-
trischen Anteil Q, und einen ,,Gitter“-Anteil Q, zer-
legen. Der elektrische Anteil ist:

Syl £y

(25b)
3Va T ug K

X llim%=2,
Q= — (G AT—c)mit [0 Ko7 (250
e 6 llim —8 =4,
p—o Kg

Damit erhalten wir nach (25 c) dieselben Resultate,
wie sie von Laurz1? fiir die Thermokraft von nicht
entarteten Halbleitern unter der Voraussetzung
N =N, berechnet worden sind. (25b) liefert den
elektronischen Anteil der Thermokraft fiir beliebige
pB-Werte und damit fiir beliebige Elektronenkonzen-
trationen im Rahmen der Voraussetzung: nicht-
entartete Halbleiter, weil der Grenziibergang 41— ~
hier gleichbedeutend mit lim /; — ~ , n#0, ist.

Der ,,Gitteranteil“ der Thermokraft ist nach
(25b) im lim f—0
4uyl, KL . K 3Va
=———*f T mit L=—"_:
Qs 3YaT ug K K 4
K'=K(f=0). (254d)

Danach finden wir im Grenzfall 21— o und f— 0.
d. h. fiir sehr reine Halbleiter, quantitative Uber-
einstimmung mit dem entsprechenden Ergebnis von

Herrixe (lc. !, S.1168).

2. Die Thermokraft fir 2 < 1

Zur Berechnung der Thermokraft fiir beliebige 4
schreiben wir unter Beriicksichtigung der Definitio-

10 G. Lavrz, Z. Naturforschg. 8a, 361 [1953].

Ko Ky—K,y Kp) + 2%

nen von Q. und Q. nach (25d) bzw. (25¢) die
Gl. (25) fir Q um in

0=0/+0 =251 + Qs H(L ) (28)

T
: . 1 Kgh(2)—K;g(4
mit G.f) =5 Fhh e
H(, ) = + 4 K;h(2) +/* Ky 8(%)
3Vx Kgh(A)—K;g(4)
sgn + : Uberschu3-Halbleiter,
sgn — : Mangel-Halbleiter.

(29)

Damit trennen wir formal die Thermokraft in zwei
Anteile: Q. und Q,’, wobei aber zu beachten ist,
daB im allgemeinen Q. von i~1/l; abhingt. Bei
hinreichend tiefen Temperaturen gilt fiir reine Halb-
leiter

Q. <0, .

Dann ist nach (28) die Funktion H (3, Z) naherungs-
weise gleich dem Faktor f* in der HEerriNeschen
Theorie. f* hat eine anschauliche physikalische Be-
deutung und ist dadurch definiert, da} die Gesamt-
wellenzahl ¥ aller Elektronen und Phononen

I=YfHE+Y N q
t q

sich unter dem EinfluB eines elektrischen Feldes %
in folgender Weise éndert:
a3 i efn
(T)Fem_ R

f* gibt also an, welcher Bruchteil des von & pro
Zeiteinheit auf die Elektronen iibertragenen Gesamt-
impulses durch StoBprozesse an die thermischen
Gitterwellen weitergegeben wird. Nach (25d) und
(28) ist

lim HALB)=f*=1.

s

Bei alleiniger Streuung der Elektronen an den ther-
mischen Gitterwellen ist f*=1, weil der gesamte
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von 5 auf die Elektronen ibertragene Impuls an
die thermischen Gitterwellen weitergegeben wird.
Die Funktionen H(Z, ) und G(4,f) haben wir
fir eine Reihe von Parameterkombinationen 4,
ermittelt. Die hierfir erforderlichen bestimmten In-
tegrale K,'°¢(4, f) wurden numerisch berechnet. An
Hand der in Abb.1 und 2 aufgetragenen Kurven
fur die Faktoren H und G kann die Thermokraft

von nicht entarteten Halbleitern, bei denen die oben

10

J. APPEL

genannten Voraussetzungen iiber die verschiedenen
StoBprozesse hinreichend gut erfiillt sind — das wird
z. B. fiir Germanium und Silicium, aber auch fiir
kovalente intermetallische Verbindungen wie InSb
zutreffen — fir 7-Werte im Bereich tiefer Tem-
peraturen direkt abgelesen oder zumindest inter-
poliert werden. Man braucht dazu — im Falle eines
Uberschu-Halbleiters — die Temperaturabhingig-
keiten der Elektronenkonzentration n, der Beweglich-

1

5 [

Abb. 1. Die durch (29) defi-

nierte Funktion H (4, ) ist

mafigebend fiir den ,,Gitter-

anteil® Qg" der gesamten

Thermokraft Q=0Qg + Q¢’".
Mit ug~T—*/2und puj~T+*
ist der Abszissen-Parameter

fp ~ T—° . Der Kurvenpara-

meter Z ist gegeben durch

\3

6 : *\*le T%
= ] — 1=4,48-10% (m—) ot
< " - = P | m) uglyn
- / f =0, T [, (T) ist die mittlere freie
T ‘ i i Weglidnge derjenigen thermi-
: | ! schen Gitterwellen mit klei-
[ I nen Ausbreitungsvektoren ¢,
| | 1 ; ! an denen die Ladungstriger
1072 ! . | | | wesentlich gestreut werden.
107¢ 2 LR 1 10
- 6 -Hj_ —_—
B [t
15 ) % |
/%
./';/
1 = —1T
9 // A /
. 10 -/
= Abb. 2. Die durch (29) defi-
L 5 | — nierte Funktion G(4,f) ist
i " maBgebend fiir den ,elektro-
'0) P / nischen®* Anteil Q" der ge-
s ] / samten Thermokraft
v / 0=07+0 .
4 & % ! Die Kurve 41 = co liefert
/ // I | nach (25 c¢) die elektronische
A=01 ! Thermokraft Qe, die man
3 a unter der Voraussetzung er-
/ hilt, daB die thermischen Git-
/ terwellen im Gleichgewicht
sind: N— Ny, [;,—-0. Zu
2-107" ‘ f und i s. Abb. 1.
07 2 % & @nprt 1 10
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keit 1, (Wechselwirkung Elekironen — Phononen),
der Beweglichkeit 1; (Wechselwirkung Elektronen —
ionisierte Storatome) und der maligeblichen mitt-
leren Phononen-Wegliange I, sowie u, und m*. Er-
geben diese Halbleiterdaten groBe 4-Werte, d. h.
1-Werte > 10, so liefert Gl. (25 a) gute Naherungs-
werte fir Q.

3. Diskussion der Ergebnisse und qualitativer
Vergleich mit der Erfahrung

Die Thermokraft wird nach (25) wesentlich durch
Funktionen bestimmt, die von den dimensionslosen
Parametern

B=(8L2)%; 1-s48-100(m )" IR0
ui) ’ g m uylyn
abhingen. Zum Vergleich unserer Ergebnisse mit
der Erfahrung braucht man die T-Abhéngigkeit der
beiden Parameter 2 und f fiir den jeweils interes-
sierenden Spezialfall.

f kann als Funktion der Temperatur sofort der
gemessenen Beweglichkeit (:

1 1 1 1 1

0w tarn
— d.h. den experimentell bestimmten Beweglich-
keits-Konstanten ¢ und & entnommen werden.
Im Maximum von u gilt:

p~16.
Fir Germanium und Silicium hat b die GroBen-
ordnung 107, fiir Indiumantimonid 108 cm?- °K™
pro Volt - sec. Die Konstante @ ist ndherungsweise
proportional n,7 . In reinen Halbleitern (n, ~10%)
hat @ die GréBenordnung 10* em2/°K”: - Volt - sec.
Danach braucht man zum Vergleich mit experimen-

tellen Ergebnissen die Faktoren G und H im Bereich
0=p4x<10.

T LT
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/ ist bei einer beliebigen festen Temperatur pro-
portional n,”'. Wir haben 4(T) fiir einige kovalente
Halbleiter berechnet (Tab. 1).

Dabei ist in 4 fur die effektive Masse m* derjenige
Wert eingesetzt, der fur die Zustandsdichte maB-
gebend ist:

m* = mt"/s ml‘/s N

my ist die transversale, m, ist die longitudinale Elek-
tronenmasse, wie sie sich aus Zyklotron-Resonanz-
messungen ergibt !1. u, ist die mit den gemessenen
elastischen Konstanten !? ¢;; bestimmte longitudinale
Schallgeschwindigkeit: uy= (cy;/0)”:. Die Beweg-
lichkeitskonstanten b sind den Arbeiten von Prince 13
und MapeLune u. Weiss ' entnommen. Abweichun-
gen vom T~ "2Gesetz fiir u«, wurden nicht beriick-
sichtigt. Als Funktion der Temperatur hat Z ein
Minimum, wenn die mittlere freie Weglange /; der
thermischen Gitterwellen in die Grofle R der Quer-
dimension des Kristalles kommt. Das ist im allge-
meinen bei Temperaturen des fliissigen Wasserstoffs,
d.h. um 20°K der Fall. Mit /;=0,1 cm ist bei

20 °K der Parameter 4 groBer als 50, wenn

im n-Ge: n< 1,3-101%,
im n-Si: n< 2.2~ 10t
und im n-InSb: n < 8-103 cm™3

ist. Mit =50 und 8 =0 ist Q;' um 10% kleiner als
Q: (Abb. 3). Zur Bestimmung der T-Abhingigkeit
von 4 oberhalb 20 °K muB man [, als Funktion der
Temperatur kennen. In guter Naherung kann [, (T)
aus der an reinen Halbleitern bei hoheren Tempe-
raturen (A>1: Q=Q.+Q,) gemessenen T-Abhin-
gigkeit von Q. nach (25d) bestimmt werden. Die
Tatsache, dall z. B. im Falle des Siliciums nach den
MeBergebnissen von GesarLe und Hurn!® ober-
halb  ~200 °K bei Storstellen-Konzentrationen:
n, <10'"® cm™3 die Thermokraft Q,(T) unabhingig

1 u ‘ < T3
Halbleiter m* o | e . i
cm/sec | cm2/Volt sec
n-Germanium 0,22 m 5-10% 3,5-107 /(n-Ge) ~3,3-108 T/n [,
|
n-Silicium | 0,33 m ‘ 8-10° | 5,5-108 A (n-Si) ~5,6-102 T/n [,
n-Indiumantimonid | 0,013m | 35-10° | 35-10°  Z(n-TnSh) ~ 2108 T/nl,

Tab. 1.

' G. DresseLnaus, A. F. Kie, C. Kitter u. G. Waconer, Phys.
Rev. 98, 368 [1955] und Phys. Rev. 98, 556 [1955].

12 M. E. Fixg, J. Appl. Phys. 26, 862 [1955]; M. Brackwmax,
Handb. d. Phys. VII/1, Berlin 1955; R.F. Porrer, Phys.
Rev. 103, 47 [1956].

13 M. B. Prixce, Phys. Rev. 92, 681 [1953] und Phys. Rev.
93, 1204 [1954].

14 0. Maperune u. H. Weiss, Z. Naturforschg. 9 a, 527 [1954].

15 T. H. GesarLe u. G. W. Hurr, Phys. Rev. 98, 940 [1955]
und 94, 1134 [1954].



maligebenden Funktionen G und H bei alleiniger Streuung
der Elektronen an den thermischen Gitterwellen (f=0).

von n, ist, zeigt, daf} fiir Silicium — das obige gilt
nach den MeBergebnissen von Freperickse !¢ nihe-
rungsweise auch fir Germanium - die mittlere

Phononenweglange [, von der Storstellenkonzentra-
tion unabhingig ist. Daraus darf man schlieflen,
dal} diejenigen thermischen Gitterwellen mit kleinen
Ausbreitungsvektoren (, die mit den Ladungstra-
gern wechselwirken, an den ionisierten Storatomen
nicht wesentlich gestreut werden. Mit unserem Mef3-
ergebnis 17 fiir die Thermokraft Q, eines reinen
n-Ge-Einkristalles (n, = 10% em™3; d = 0,17 cm;
T-Gradient in 100-Richtung), das in Abb. 4 dar-
gestellt ist, erhalten wir mit der gemessenen 7-Ab-
hingigkeit von ;713 und mit dem aus der gemes-
senen spezifischen Warme c, !® berechneten Wert fiir
lke=6,93-10pRc, " uy ' T=0,2 cm:
1 1 1 1 1

Loy I ke tator Tog (1320
In Abb. 6 ist die so ermittelte mittlere Phononen-
wegldnge [, (T) zusammen mit der durch die Warme-
leitfahigkeit nach (14) definierten mittleren freien
Wegldnge I,(T) aufgetragen. Der angegebenen T-
16 H. P. R. Freperickse, Phys. Rev. 92, 248 [1953].

17 J. Erpmany, H. Scuvrrz u. J. Aeeer, Z. Naturforschg. 12 a,
171 [1957].
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Abb. 3. Die fiir den ,Gitteranteil® Qg und den ,,elektroni- 10 1
schen Anteil Q" der gesamten Thermokraft Q=0Q¢ +Qg’ v 100 50 20

T [°K]

Abb. 4. Die gemessene T-Abhingigkeit der Thermokraft Q
eines n-Ge-Einkristalles 17, T-Gradient in 100-Richtung, Stor-
stellenkonzentration ~ 10" cm—3, d=0,17 cm.

20

10 ///

T gradT [100]

O
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‘e

o

2

s [,_}

X

|

2| .
100 50 20 10

T [K]
Abb. 5. Die gemessene T-Abhangigkeit der Warmeleitfahig-
keit » eines n-Ge-Einkristalles 17 (s. auch Abb. 4).

18 1. Estermany u. J. R. Weertman, J. Chem. Phys. 20, 972
[1952].
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10 : BEER
: 1T
g n—-Ge,grad T [100];—
2
N ) -28
107" \ll\\ lpth
'E I I\
82 " N\
\ | 1
3 ||
w ! }
g 2 I T
= | 1]
2 107 —
= [N L
& | \
I; 5 | | N[ | |
S N
o | I | |
T L
2 T 7 T
= \ Ll
w % : | | 1 . |
£ 0 — b
N iy NSl N C i/ I
a 1 4
Py I I
0 S
S| =
| |
| E
gt ‘ —
|| < '
107° || ‘ '
15 2 3 4 5 6 7 89 15 2
10 10°
T[K] ———

Abb. 6. [, (T) ist die aus der gemessenen Thermokraft (Abb.
4) nach (25d) und (13 a,) berechnete mittlere freie Weg-
linge der thermischen Gitterwellen mit kleinen Ausbreitungs-
vektoren q . [, (T) ist die aus der gemessenen Warmeleitféhig-
keit (Abb. 5) nach (13 b;) berechnete mittlere freie Weglidnge
der thermischen Gitterwellen, wie sie durch die Warmeleit-
fahigkeit: % (T) =% uy cy(T) ly(T) definiert ist. Fiir die spe-
zifische Wiarme c¢y(7) wurden die gemessenen Werte von
Estermany und WeerTMaN zugrunde gelegt.

Abhingigkeit von I, liegt die gemessene Warmeleit-
fahigkeit 2(7T) :

I NS U S S SR
#(T)  Fugcu(T) L(T) §ugcu(T) [ll‘flf(T) lKg}

des Germanium-Kristalles in 100-Richtung zugrunde
(Abb. 5). ¢,(T) wurde aus der von EsTErManN und
WEeERTMAN 8 gemessenen T-Abhingigkeit von ¢, be-
rechnet. Danach ist ¢,(7) nahezu unabhingig von
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der Storstellenkonzentration. Mit (13 a;) erhalten
wir fir n-Germanium (7-Gradient in 100-Richtung) :

A(T) =1,65 - 1014 1'43'10*;“’8“ . (30)

Danach ist 2 < 10, d. h., es sind deutliche Abwei-
chungen von Q. (T') zu erwarten und es gilt*— auch
nidherungsweise — nicht mehr Q=Q.+ Q. , wenn

n=1,65-1013(1,43-10"4T-28+1). (30a)

So ist z. B. A< 10, wenn bei 50°K: n>7,5-1013
und bei 100°K: n>10'7 cm™3 ist. Beim Silicium
sind mit den MeBergebnissen von GesaLLE und HuLL
die entsprechenden Werte fir die Elektronenkonzen-
tration n noch kleiner. Nach (30a) und (29) beginnt
in Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergeb-
nissen 1% 16 die Abweichung der Thermokraft Q. (T')
von Q. (T) bei um so hoheren Temperaturen, je
grofler die Storstellen-Konzentration ist. In qualita-
tiver Ubereinstimmung mit der Erfahrung!® ver-
schiebt sich auBerdem das Maximum von Q. (7) mit
zunehmender Storstellen-Konzentration nach héheren
Temperaturen, der zugehorige Betrag von Q, (max)
nimmt dabei ab. Nach Abb.1 ist bei festem /3
H(2,) um so kleiner, je kleiner A~1/(nl;) ist.
Auf einen quantitativen Vergleich mit der Erfahrung
miissen wir hier verzichten, weil zur Berechnung von
H(2,f) und G(4,p) die Beweglichkeit und die
Ladungstrager-Konzentration bzw. die Fermische
Grenzenergie als Funktion der Temperatur bekannt
sein miissen. Es sei noch darauf hingewiesen, daf3
nach Abb. 2 der ,,elektronische* Anteil der Thermo-
kraft Q. wesentlich kleiner als Q, (41— o, d.h.
hier N =N,) ist, falls 2 <50 ist.

III. Die Warmeleitfiahigkeit x

Die gesamte Warmeleitfahigkeit eines Storstellen-
halbleiters mit nur einer Ladungstrigerart — d. h.
kein Energietransport durch ambipolare Diffusion —
ist nach (23):

1 2
dT/dz 3(22)?

.[m*’j‘“‘kafo(K) ¢(K) K*dK
0

“ @ ’ (
=3y + Ry = —

(31)

qmax
huy? f No(q) b(q)

4
T %1 ) 1—ethuanr T 9| -
0

Danach 1a6t sich im allgemeinen die Warmeleitfahig-
keit eines Halbleiters nicht in einen elektrischen An-
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teil und einen Gitteranteil trennen. Wir haben in
(31) formal % in zwei Anteile 2. und . zerlegt,
weil 2,” (N +N,) und ebenso ., (N =0N,) in reinen
Halbleitern bei tiefen Temperaturen um einige Gro-
Benordnungen kleiner sind als die ,,Gitterleitung®
% (f#f,) baw. %, (f=/f,). Werden die Ladungs-
trager nur an den thermischen Gitterwellen gestreut,
d.h. #=0, so ist

Ke _ z(ﬁég)fT e e 7.04-10~

g Yugcrly

27 neT
ugcrls”

Fiir n-Ge ist mit den oben genannten Daten:

%o[2g~10"2nT.

Im folgenden wollen wir den mafigeblichen Warme-
leitungsanteil »,” berechnen.

Die freie Wegldnge der thermischen Gitterwellen
lpn(q,T) ist in Abhéangigkeit von der Temperatur
und dem Ausbreitungsvektor q fir das gesamte
Spektrum 0 < ¢ < @uax = k O/h u, der longitudinalen
und transversalen akustischen Gitterwellen eines ko-
valenten Halbleiters zur Zeit noch nicht bekannt?.
Die transversalen Gitterwellen bleiben unberiicksich-
tigt. Wir nehmen an — wie es in der Metalltheorie
uiblich ist —, daB die Wechselwirkung der trans-
versalen Gitterwellen mit den Leitungselektronen
vernachlassigt werden darf. Es interessiert uns der
EinfluB}, den die Streuung der longitudinalen Gitter-
wellen an den Ladungstrdgern auf die Warmeleit-
fahigkeit eines Halbleiters hat, d. h.

Ong = g (f = fo) —”g/(f#fo) :

Diese Korrektur 0%, konnen wir nur naherungsweise
berechnen, weil lp,(q, 7T) unbekannt ist (s. auch II).
Die Rechnung wird aber die Abhéngigkeit der Kor-

J. APPEL

rektur von gewissen Parametern, wie Temperatur
und Elektronen-Konzentration und zumindest ihre
Grollenordnung richtig ergeben.

1. Die .Gitterwirmeleitfihighkeit x,

Zur niherungsweisen Berechnung von . zerlegen
wir das DeBvesche Spektrum der longitudinalen
Gitterwellen eines Kristalles in zwei Teile. Der erste
Teil umfalit diejenigen Gitterwellen mit kleinen Aus-
breitungsvektoren ¢< ¢, die wesentlich mit den
Leitungselektronen wechselwirken. Der zweite Teil
erstreckt sich auf Gitterwellen ¢; < ¢ < @y, deren
Wechselwirkung mit den wenigen energiereichen
Elektronen der MaxweLL-Borrzmannschen Verteilung
insgesamt gesehen schwach ist. Den zwei ¢-Bereichen
entsprechen unter Beriicksichtigung der Phononen-
streuung an den Kristallgrenzen die mittleren Pho-
nonenwegléngen:

L(T) fur
I, (T) fir

0<g<qy

(32)
ql < q < ql\lllx ;

und

¢, hat die GréfBenordnung
K—V3m* kT k.

2 2/K ist die mittlere thermische Wellenliinge eines
Elektrons. Bei tiefen Temperaturen ist mit

K _ m* u, YT
dmax - 4‘~4‘3 ’ 10 ‘ 1/7;';7 76__
g, um ein bis zwei GroBenordnungen kleiner als
@uax - Daher ist I,'(T) niherungsweise gleich der
mittleren Phononenweglinge [,(T) des gesamten
Spektrums und wir erhalten nach (16) als Storfunk-
tionen b,(q) und b,(q) fir ¢<gq; bzw. ¢<quax

hunq 11 9
= exp({/kT)
bi2(gq) = — hu;l1_.;z_ ?iT +e4" (L 2) Z:T e —y (33)
. 14 B Be o enT
Y'Y P .
Es ist ¢,* nach (21) und (25)
% B 5 T Y alely dT
ot = (RKs ~ 2K, G UL AT +e Qe[ Ko HLP) — 0 K]} ST (34)

In ¢,*(l,) ist bei den in (II) definierten Funktionen Q,, H, G usw. [,(T) an Stelle von [, (T) einzusetzen.
Mit (33) und (34) ist die Warmeleitfahigkeit »,” gegeben durch x, =, — 0%, mit

L1
= 4

2 R u,?

uyc.(T) L(T) "“*372*__”)2 LT

T qmax
hougl, huyl, 5
L '[F(q) dg+ % ./F(q)dq},

(35)

I
0 T
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h2ud l . F(q) qdq
Stg= e B o (LET) | ey [ —— 090
32m)? (kT): i lg huyg Ly s
1+ kT g exp({/kT)
0
qm

Zur Abkiirzung ist
q4/(ehu°q/kT— 11— e hudkTy _ F (q)

gesetzt worden. Fir die langen Gitterwellen ¢ < g,
ist bei nicht zu tiefen Temperaturen (T < 20 °K)

hlloq Nilz 2
7<1 und F(q) '<huo> 7.

Nach (II) fithren wir den Parameter % ein:

o kT 1
Als) =4 _2kT I
(Li2) =212 s

exp(—C(/kT) a'.

Die Auswertung des zweiten Integrales auf der rech-
ten Seite von (36) vereinfacht sich deswegen, weil
I,(T) oberhalb 15 °K nach Abb. 6 um zwei bis drei
Groflenordnungen kleiner ist als [, (T'). Dieses hat
zur Folge, dafl im allgemeinen gilt:

I, huyq P _ al*q - &
s 2kT7exp(5/kT)— e <1 fir ¢ < guax-
(37)

by
T G (lz)f ha . s
& Rlgg tg /1. dT/dz
4 3kt 1 "PCHED

By — e
6 T ug

Dabei sind folgende Definitionen getroffen (4i=4,):

1\ L 3\ 7q73_73 7q772
b 2 =tsm(3) () —F(2) +

o * @ _ (‘9 _ [ 2 dz i
5 T =15 T J (=) (1—e—2) .
0

Zahlenwerte fir das in iiblicher Weise definierte
Integral 5 findet man bei Witson 1. Bei tiefen
Temperaturen (7/@~0,1) hat §5 die GroBenord-
nung 100. Fiir einige 1-Werte ist die Funktion A (%)
mit ¢;/K =1 in Tab. 2 angegeben.

2 ’ 5 | 10 | 20 | 50 | o
| ] |
4| 062 0,78 001 | 1,04 ; 1,125
Tab. 2.

2|, q 1 /5L,\2) kT \2~ +(0O
o ) )

F(q) gdgq 1

(36)

2. Das Korrekturglied 6, fiir f=0

Mit den in (II) angegebenen Funktionen H (2, )
und G (4, ) kann man leicht 0%, fiir beliebige f-
Werte berechnen. In dem wichtigen Grenzfall f=0
— d. h. alleinige Streuung der Elektronen an den
thermischen Gitterwellen — ergeben sich wesentliche
Vereinfachungen. Es ist nach (34) fir f=0:

Ty (T T ,38?’, L IIT-2_’L Hyy) dT

h(A12) dz ° (38)

Unter Beriicksichtigung von (37) ist

0 ()= 3% bl dT

4 T dx * (38a)

Im lim 24— ist A(4) = —0,5.

Die Korrektur 0x, an der Warmeleitfahigkeit eines
Isolators, die sich infolge der Streuung der Elek-
tronen an den thermischen Gitterwellen ergibt, ist
unter Vernachldssigung der Wechselwirkung Elek-
tronen — Storstellen nach (3), (36) und (38)

(39)

HYS
2) JK

huyq/kT

3\% g ]| HHD
°g{(2) uc‘“]} R *

3. Diskussion der Ergebnisse

Gl (39) fiir den Warmeleitfahigkeits-Anteil dx,,
um den die Gitterleitfahigkeit %, infolge der Streu-
ung der thermischen Gitterwellen an den Ladungs-
tragern reduziert wird, gilt bis zu Temperaturen des
fliissigen Wasserstoffs. Unterhalb 20 °K gelten die
Niherungen fiir die Funktionen F(g) und &5 (0/T)

19 A H. Wisox, The Theory of Metals, Cambridge 1953,
S. 335 fi.
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fiir ¢ < g, nicht mehr. Die Ergebnisse fiir 7 < 20 °K
interessieren hier nicht, weil im allgemeinen unter-
halb 20 “°K die thermische Konzentration der freien
Ladungstrager exponentiell mit der Temperatur ab-
nimmt und Storbandleitung einsetzt *.

Nach (39) haben die Beitrdage der beiden Wellen-
langen-Bereiche: ¢ < ¢; und ¢; < ¢ < guax zum Kor-
rekturglied 0%, die gleiche Groflenordnung (s. ge-
schweifte Klammer), wenn wie im Fall des Ge und
Si (,/l})2~107% ist. Die geschweifte Klammer
hédngt nicht wesentlich von der Temperatur oder der
Elektronenkonzentration ab, so dal naherungsweise
gilt:

Snge 1 P€ (132,
£~ 6 T ug (ugly)

(39 a)

Im Rahmen der vorliegenden Niherung fiir »,” gilt

(39 a) auch noch fiir <1, weil nach (34)

" (f=0)~c,"(f< 1) ist.

* Anm. b. d. Korr.: Nach den neuen MeBergebnissen
iiber die Wirmeleitfahigkeit von gedopten Ge- und Si-
Einkristallen zwischen 200 und 300 °K von J.A. Car-
ruraers, T.H. GesaiLe, H. M. Rosexserc u. J. M. Ziman,
Proc. Roy. Soc., Lond. 238, 502 [1957], wird im Tempe-
raturbereich der Storbandleitung die Isolator-Gitterleit-
fihigkeit durch die Streuung der thermischen Gitter-

M. KAMINSKY

Nach unseren MeBergebnissen am Germanium !7
(T-Gradient in 100-Richtung) ist mit (39 a):
Ong~ 4-10710n T3,

Danach muB bei 20° K die Elektronenkonzentration
n im n-Germanium von der Grofenordnung 109
10'% cm 3 sein, damit 0x, etwa 1; 10% der Gitterleit-
fihigkeit #, (20° K) ~ 10 Watt/cm “K ausmacht. Die-
ses Ergebnis konnen wir hier nicht mit der Erfahrung
vergleichen, weil uns noch keine Meflergebnisse iiber
die Warmeleitfahigkeit von gedopten n-Ge-Kristallen
bei tiefen Temperaturen bekannt sind. MeBergebnisse
von RosenBErG 2° und unsere eigenen (s. Abb. 5) an
sehr reinen n-Ge-Einkristallen (n,~ 10 cm™3) zei-
gen bei tiefen Temperaturen keinen Einflufl der Pho-
nonen — Elektronen-Stoflprozesse auf die Warmeleit-
fahigkeit.

Herrn Prof. Kraurz bin ich fiir die stete Forderung

dieser Arbeit dankbar. Fiir zahlreiche Diskussionen
danke ich Herrn Prof. Kraurz und Herrn Dr. Scuuvrz.

wellen an den in Stératomen gebundenen Ladungstriagern
erheblich reduziert. Bei hoheren Temperaturen: 205 T
< 100°K ist die Wirmeleitfihigkeit %z’ um so kleiner,
je groBler die Storstellenkonzentration und damit die Kon-
zentration der freien Ladungstrager ist.

20 R. M. RosexserG, Proc. Phys. Soc., Lond. A 67, 837 [1954].

Untersuchungen tiber die Wedhselwirkung lon-Losungsmittel,
insbesondere auf Grund von Viskositatsmessungen

Von Manrrep Kaminsky

Aus dem Physikalischen Institut der Universitdat Marburg (Lahn), Theoretische Abtlg.
(Z. Naturforschg. 12 a, 424—433 [1957] ; eingegangen am 18. Mirz 1957)

Fiir den Temperaturbereich von 15 °C bis 42,5 °C und fiir verschiedene Valenztypen 1aft sich der
B-Koeffizient der Joxes-und-Dore-Gleichung aus einzelnen, den Ionen zukommenden Anteilen (Bjon-
Werte) zusammensetzen. Fiir die Abhingigkeit der Bjo,-Werte von der Art des Ions und der Tem-
peratur werden zwei Regeln aufgestellt. Es 1dBt sich zeigen, daB3 die Wechselwirkung Ion —Losungs-
mittel in ihrer Temperaturabhingigkeit fiir die Zihigkeit in gesetzmiBiger Weise bestimmend ist.

Die Bjon-Werte, die scheinbaren Molwédrmen Cp, und die scheinbaren Molvolumina D, zeigen
ein fast gleiches Temperaturverhalten fiir die einzelnen Ionen. Aus dem Parallelismus des Tempera-
turganges der drei GroBen 1dBt sich voraussagen, daB die noch nicht gemessenen Temperaturkoeffi-
zienten der Bjon-Werte der Ionen Sr2*, Rb*, Cs* und Br~ positiv sind. Weiterhin 1d6t sich aus dem
Temperaturverlauf der Bjon-Werte voraussagen, dal ebenso wie die experimentell untersuchten Salze
Li,SO,, BeSO, und MgSO, (s. Anm.?) auch die Salze BeCl, und BeJ, einen negativen Temperatur-

koeffizienten des B-Wertes besitzen.

In sehr verdinnten wélrigen Losungen starker
Elektrolyte wird eine Zahigkeitserhohung gegentiber
der Zihigkeit des Wassers auf Grund der interioni-

schen Wechselwirkung beobachtet, die sich nach

1 H. Faukesnacen, Phys. Z. 32, 365, 745 [1931].

Faikexnacen ! auch gut theoretisch berechnen lafit.
Dagegen ist fur die Zahigkeitsinderungen walriger
Losungen, die bei mittleren und héheren Konzentra-
tionen auftreten und auf der Wechselwirkung der



